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第四章：哥德尔的发现—意想不到的结果 

  

    在数理逻辑的历史上，哥德尔的工作起着承前启后的作用。1928 年希尔伯特在意大利波

伦那召开的国际数学家大会上提出的四个问题，很快就被哥德尔原则上解决了。尤其是他的不完

全性定理，把人们引向一种完全不同的境界，从此数理逻辑开始了一个新的时代。 

    在这之前，数学家期望数学有一个既广阔又严格的基础，在这个基础上数学家可以放心

地去干他们愿意干的事。哥德尔的不完全性定理使这种想法破灭了。悖论所造成的危机虽然可以

暂时回避，然而想从原则上一揽子解决是毫无希望的。从此之后，数学家只满足于使用集合论一

些最简单的结果，而对更深入的数理逻辑与数学基础问题则不那么关心注意了。 

    同时，由于哥德尔在证明中发展的一些技术，也使数理逻辑成为一门具有自己独立技术

和方法的数学分支。现在的数理逻辑，不管是公理集合论、模型论还是证明论、递归论都已经变

得十分专门。就象代数拓扑学、算子代数、随机过程等学科，对于非本行专家来说，简直是难以

理解的。 

  

1、哥德尔小传 

    库尔特·哥德尔于 1906 年 4 月 28 日出生在奥匈帝国属下的布瑞尼(今天的布尔诺，这里

出过另一位伟大人物遗传学之父孟德尔)，他的父母是德国人。与一般人推测不同，他并没有犹

太血统。他在家乡上了四年国民学校和八年德国国立中学。1924 年中学毕业后，他进入维也纳

大学哲学系，先是攻读物理，后于 1926 年转而攻读数学，这恐怕是出于他对精密性和严格性过

分偏爱的缘故。当时的维也纳大学有不少有国际声誉的数学家，如曾解决过希尔伯特的一些猜想

的数论专家费特万格勒，泛函分析的创始人之一哈恩与拓扑学家门格尔等。大学时他对费特万格

勒的数论课很有兴趣，这同他后来的工作有很大关系，比如他应用孙子定理来构造由加法与乘法

表出的原始递归函数。 

    上大学时，哥德尔对哲学也很有兴趣，实际上对哲学的探索始终贯穿着他的一生。他听

哲学教授的讲课，特别是经常参加维也纳小组的活动。二十世纪最主要的哲学流派——逻辑实证

主义当时刚刚开始他们的事业，哥德尔赞成以施里克为首的这个学派的分析方法，即用数理逻辑

来对哲学及科学概念进行分析。但是他也一直不同意他们否定客观实在性，及认为形而上学命题

是无意义命题等基本观点。不过，他的哲学观点也促使他对于数理逻辑进行深入的钻研。 

    当时数理逻辑的经典著作是罗素和怀特海的《数学原理》，这三卷满是符号的大书，恐

怕只有极少数人读过。1928 年，希尔伯特和阿克曼合著的《理论逻辑纲要》出版，这是一本论

述简明、清晰，概括性强的好书，对哥德尔的启发性很大。书中明确提出一个尚未解决的问题——

狭义谓词演算的完全性问题。哥德尔很快解决了这个问题，把结果写成博士论文，成为他一生事

业的开端。 



    1929 年秋天，他进行答辩。1930 年 2 月得到批准取得博士学位。1930 年夏天，哥德尔

开始研究希尔伯特计划，他想证明分析的无矛盾性。9 月，他到东普鲁士哥尼斯堡去参加科学会

会议，许多著名数学家如希尔伯特、冯·诺依曼、海丁、卡尔纳普都参加了这次会议。希尔伯特

在会上做了题为“逻辑和对自然的认识”的著名演说，他乐观地宣称：“我们必须知道，我们将

会知道”。可是，就在这个会上哥德尔宣布了他的第一不完全性定理。不久，他又证明了第二不

完全定理。这个结果毫无疑义对希尔伯特计划是莫大的打击。 

    1931 年哥德尔在维也纳大学当助教，这篇文章成为就职论文而受到了很高的评价。从

1933 年到 1938 年，他在维也纳大学当讲师。1932 年他到过哥丁根，见到过爱米·诺特、西格尔、

甘岑等人。他没见到早逝的天才厄布朗，但他们交换过信件，厄布朗的信中有最早的递归函数想

法。但是厄布朗只收到哥德尔一封信。 

    1933 年到 1934 年，哥德尔第一次来到普林斯顿大学高等研究院。他在这里见到丘奇、

克林和罗塞尔。他在普林斯顿大学发表了《论形式数学系统的不可判定命题》的演讲，这对后来

美国研究递归论是极大的推动。 

    1937 年，哥德尔在维也纳讲授“公理化集合论”，这时他开始集中力量研究这个题目。

在他秋天来到高等研究院时，他已经对选择公理的无矛盾性有所考虑，并把自己的思想同冯·诺

依曼交谈过。不过，他的可构造集的思想、广义连续统假设和选择公理与 NGB 系统的无矛盾性，

一直到 1938 年秋天才在高等研究院讲演，并在 1938到 1940 年发表。这时他已经开始定居美国

了。 

    1938 年 3 月，希特勒兼并奥地利，这时哥德尔刚刚结婚。1939 年 9 月，二次大战爆发，

他于 1939 年底横贯苏联的西伯利亚太铁路经日本到了美国，从此再也没有回奥地利。在美国，

除了 1940 年春季在圣母大学任教外，一直在普林斯顿高等研究院工作。由于研究院里有人反对

和阻挠，直到 1947 年他才被批准为常任研究员，1953 年才成为教授。对于这样伟大的数学家来

说，得到这种称号的时间实在是太晚了。到这时，他在数理逻辑方面的主要工作都已经完成了，

他的兴趣已经转向其他方面了。 

    1947 年到 1951 年，哥德尔开始注意和研究广义相对论。他同爱因斯坦是多年老邻居，

他们几乎天天一起散步回家。但是哥德尔表示，他对相对论的兴趣并非来自同爱因斯坦的谈话，

而是来自对康德时空哲学的兴趣。1950 年，他在国际数学家大会上做的报告，就是关于“旋转

宇宙”的论文。 

    后来，哥德尔的兴趣转向哲学。他认为，健全的哲学思想对科学研究的成功有很密切的

关系。他说，数学及元数学的(特别是关于超穷推理的)客观主义观点，对于他的逻辑研究是最根

本的。1959 年起，哥德尔开始阅读德国哲学家胡塞尔的哲学著作，并一直保持着强烈的兴趣。

他认为有些哲学家，特别是拍拉图和笛卡尔，在他们一生中具有一种与日常生活的世界观完全不

同的直观的世界观，也许胡塞尔也曾达到过这种境界。 

    晚年，哥德尔间或对数理逻辑作些工作。美国符号逻辑协会正在组织力量搜集整理他的

著作，准备出版他的全集。他已经出版的逻辑方面的论著不过二十余篇，大都很简短，不过它们

在历史上的作用是十分巨大的。 



    1978 年 1 月 14 日下午，哥德尔在普林斯顿医院的椅子上坐着候诊时去世，享年 72 岁。 

  

2、1930 年数理逻辑的状况 

    1930 年前，整个数学界是非常乐观的：希尔伯特的思想占统治地位；数学是建立在集合

论和数理逻辑两块基石之上；康托尔的朴素集合论已被公理集合论所代替，从而消除了悖论；选

择公理是一个很好的工具，数学中许多部门都要用到它；连续统假设仍然是悬案，不过希尔伯特

多次觉得自己已接近解决这个难题，看来前景是乐观的；大部分数学可以建立在谓词演算的基础

上，而一阶谓词演算的公理系统是无矛盾的，尽管其完全性仍有待证明；整个数学的基本理论是

自然数的算术和实数理论，它们都已经公理化。这些公理系统应该是无矛盾的、完全的，如果它

们能够得证，并且集合论公理系统也能得到同样的结果，那么整个数学就比较牢靠了。 

    为了不使一小撮直觉主义者指手划脚、评头品足，希尔伯特提出他的计划：把理论系统

形式化，然后通过有限多步证明它们没有矛盾。他信心十足，在 1930 年 9 月东普鲁士哥尼斯堡

的科学会会议上，他批判了不可知论。 

    1928 年希尔伯特提出四个问题： 

    1、分析的无矛盾性。1924 年阿克曼和 1927 年冯·诺依曼的工作使希尔伯特相信只要一

些纯算术的初等引理即可证明。1930 年夏天，哥德尔开始研究这个问题，他不理解希尔伯特为

什么要直接证明分析的无矛盾性。哥德尔认为应该把困难分解：用有限主义的算术证明算术的无

矛盾性，再用算术的无矛盾性证明分析的无矛盾性，哥德尔由此出发去证明算术的无矛盾性而得

出不完全性定理。 

    2、更高级数学的无矛盾性，特别是选择公理的无矛盾性。这个问题后来被哥德尔在 1938

年以相对的方式解决。 

    3、算术及分析形式系统的完全性。这个问题在 1930 年秋天哥尼斯堡的会议上，哥德尔

已经提出了一个否定的解决，这个问题的否定成为数理逻辑发展的转折点。 

    4、一阶谓词逻辑的完全性。这个问题已被哥德尔在 1930 年完全解决。 

    这样一来，哥德尔的工作把希尔伯特的方向扭转，使数理逻辑走上全新的道路。 

  

3、1930 年哥德尔的两项主要贡献 

    1、完全性定理：哥德尔的学位论文《逻辑函数演算的公理的完全性》解决了一阶谓词演

算的完全性问题。罗素与怀德海建立了逻辑演算的公理系统的无矛盾性及完全性(也许还包括不

那么重要的独立性)。所谓完全性就是，每一个真的逻辑数学命题都可以由这个公理系统导出，

也就是可证明。 

    命题演算的完全性已由美国数学家波斯特在 1921 年给出证明，而一阶谓词演算的完全性

—直到 1929 年才由哥德尔给出证明。但是哥德尔认为，斯柯仑在 1922 年的文章中已隐含证明了

命题演算的完全性，但是他没有陈述这个结果，可能是他本人并没有意识到这一点。 



    2、哥德尔的不完全性定理：这是数理逻辑最重大的成就之一，是数理逻辑发展的一个里

程碑和转折点。哥德尔在研究过程中直接考虑悖论及解决悖论的方法，从而把第三次数学危机引

导至另外一个方向上。 

    哥德尔证明不完全性定理是从考虑数学分析的协调性问题开始的。1930 年秋在哥尼斯堡

会议上，他宣布了第一不完全性定理：一个包括初等数论的形式系统，如果是协调的，那就是不

完全的。不久之后他又宣布：如果初等算术系统是协调的，则协调性在算术系统内不可证明。 

    哥德尔的证明使用了“算术化”的方法。哥德尔说：“一个系统的公式……从外观上看

是原始符号的有穷序列……。不难严格地陈述，哪些原始符号的序列是合适公式，哪些不是；类

似地，从形式观点看来，证明也只不过是(具有某种确定性质的)一串公式的有穷序列”。因此，

研究一个形式系统实际上就是研究可数个对象的集合。我们给每个对象配上一个数，这种把每一

个对象配上一个数的方法称为“哥德尔配数法”。哥德尔通过这些数反过来看原来形式系统的性

质。 

    哥德尔研究了 46 种函数和谓词，哥德尔证明了他的前 45 个函数和谓词都是原始递归的。

但第 46 个谓词为“X 是一个可证公式的哥德尔数”。在对哥德尔配数的系统中，可以得到一个

公式，它相当于：我是不可证的。所以这个句子是不可证的且是真的。所以系统中存在真语句而

又不可证，也就是系统不完全。 

    哥德尔的论文在 1931 年发表之后，立即引起逻辑学家的莫大兴趣。它开始虽然使人们感

到惊异不解，不久即得到广泛承认，并且产生巨大的影响： 

    哥德尔的证明对希尔伯特原来的计划是一个巨大的打击，因此把整个数学形式化的打算

是注定要失败的，因而逻辑主义和形式主义的原则是不能贯彻到底的；“希尔伯特计划”中证明

论的有限主义观点必须修正，从而使证明论的要求稍稍放宽。1936 年甘岑在容许超穷归纳的条

件下证明了算术的无矛盾性，而倡导有限构造主义的直觉主义也不能解决问题；哥德尔的工具递

归函数促进了递归函数论的系统研究，同时推动了不可判定问题的研究，开始出现递归论的新分

支。 

    哥德尔不完全定理的证明结束了关于数学基础的争论不休的时期，数学基础的危机不那

么突出表现出来。数理逻辑形成了一个带有强技巧性的独立学科，而绝大部分数学家仍然把自己

的研究建立在朴素集合论或 ZF 公理集合论的基础上。 

    尽管集合论中存在矛盾，但这些矛盾大部分均可回避。研究这些矛盾，特别是集合论的

矛盾变成数理逻辑学家的事业。另外一方面，直觉主义和构造主义数学虽然也有发展，但终究是

一小部分，半个世纪以来，在数学中始终不占统治地位。因为矛盾也好、危机也好，根源在于无

穷，但是数学中毕竟少不了无穷。归根结蒂，数学终究是研究无穷的科学。 

 


