
应用教学案例 01 

 “投入产出”模型 

国民经济各部门之间存在某种连锁关系，一个经济部门依赖于其

他经济部门的产品或者半成品，同时也为其他部门提供产品或者半成

品.如何在特定的经济形式下确定各经济部门的产出水平，做出宏观

调控，以满足整个社会的经济需要是一个非常重要的问题.美国经济

学家 Wassily Leontief 提出的“投入产出”模型，利用数学方法综合描

述各经济部门之间产品的生产和消耗关系的一种经济模型，在各个国

家得到广泛的应用，他还因此获得了 1973 年的 Nobel 经济学奖. 

        

图 1 煤炭、钢铁和电力三个国民经济部门 

【模型准备】假设一个经济体系由煤炭、钢铁和电力三个部门组成，

各部门之间的分配如表 1所示. 

表 1 部门分配表 

部门的产出分配 采购部门 总产出 

煤炭 电力 钢铁 

0.0 0.4 0.6 煤炭 
1

x  

0.6 0.1 0.2 电力 
2

x  

0.4 0.5 0.2 钢铁 
3

x  
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其中每一列中的数表示该部门总产出所占的比例.比如表中第二

列，表示将电力的总产出分配如下：40%给煤炭部门，50%给钢铁部

门，剩下的 10%给电力部门.（电力部门把这 10%作为运转费用.）因

所有产出都必须分配，故每一列的百分比之和为 1.  

设
1 2 3
, ,x x x 分别表示煤炭、电力、钢铁部门年度总产出的价格（即

货币价值）,求出平衡价格，使每个部门的收支平衡. 

【模型假设】假设不考虑价格变动等其他因素. 

【模型建立与求解】在上表 1中，部门所在列表示它的产出去向，所

在行表示它从哪些部门获得了收入,因此为了获得收支平衡，可以建

立线性方程组 

1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

0.4 0.6

0.6 0.1 0.2 ,

0.4 0.5 0.2

x x x

x x x x

x x x x

= +


= + +
 = + +

， 

合并整理可以得到    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0.4 0.6 0

0.6 0.9 0.2 0,

0.4 0.5 0.8 0

x x x

x x x

x x x

− − =

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由

1 0.4 0.6 1 0 0.94

0.6 0.9 0.2 0 1 0.85

0.4 0.5 0.8 0 0 0

− − −   
   
− − −
   
   − −   

可得 1 3 2 30.94 , 0.85x x x x= =
 

3
x 为自由变量.这个经济问题的平衡价格向量为 

1

2

3

0.94

0.85

1

x

p x c

x

   
   
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     
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【结论分析】任意非负 c取值可以算出平衡价格的一种取值.例如，

如果 c取值为 10亿，即钢铁部门的年度总产出为 10亿元，则可知煤

炭部门的总产值为 9.4亿元，电力部门的总产值为 8.5亿元. 

参考文献 

[1] David C.Lay,线性代数及其应用，刘深泉等译，[M].北京：机械

工业出版社，2018. ISBN：978-7-111-60257-6. 

[2] 东北大学数学系 宋叔尼等.线性代数及其应用[M].北京：高等教

育出版社，2020. ISBN：978-7-04-053411-5. 
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应用教学案例 02 

 剑桥食谱与营养饮食 

剑桥食谱是一种曾经在 20世纪 80年代很流行的食谱，是由 Alan 

H.Howard博士领导的科学家团队经过 8年对过度肥胖病人的临床研

究，在剑桥大学完成的.数百万人通过这一方法，实现了有效健康的

减肥.  

         

图 1 剑桥食谱 

【模型准备】上过营养课后，对苹果奶酪情有独钟的 Annie决定改善

午餐，增加西兰花和鸡肉罐头的摄入量来提高蛋白质和膳食纤维的含

量,以达到健康减肥的效果.食物的营养信息在表 1中给出. 

表 1 食物营养信息表 

每份食物营养素含量 

营养素 苹果奶酪 西兰花 鸡肉罐头 贝类 

卡路里（卡） 270 51 70 260 

蛋白质（克） 10 5.4 15 9 

膳食纤维（克） 2 5.0 0 5 

如果她希望午餐含有 400卡路里，但要获取 30克蛋白质、10克

膳食纤维，求苹果奶酪、西兰花和鸡肉罐头之间的比例. 
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【模型假设】只关注每种食物中所涉及的三种元素的含量，而不考虑

维生素、电解质等其他元素；每份食物的重量是相同的. 

【模型建立与求解】设
1 2 3
, ,x x x 分别表示苹果奶酪、西兰花和鸡肉罐

头这些食物的数量.根据表 1，可以把每种食物三种元素的含量看成

一个向量，则有 

1 2 3

270 51 70 400

10 , 5.4 , 15 , 30

2 5.0 0 10

a a a b

       
       

= = = =
       
              

 

所建立的方程为        
1 1 2 2 3 3 .x a x a x a b+ + =  

把对应的线性方程组的增广矩阵进行初等行变换得               

270 51 70 400 1 0 0 0.99

10 5.4 15 30 0 1 0 1.54 .

2 5.0 0 10 0 0 1 0.79

B

   
   

=
   
      

 

所以苹果奶酪、西兰花、鸡肉罐头之间的比例为：99:154:79. 

【模型拓展】Annie发现西兰花的比例过高，想用全麦面和白切达奶

酪取代传统的苹果奶酪，每种食物的比例为多少才能和实现上述问题

一样的结果？查阅相关资料完成拓展. 

参考文献 

[1] David C.Lay,线性代数及其应用，刘深泉等译，[M].北京：机械

工业出版社，2018. ISBN：978-7-111-60257-6. 
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应用教学案例 03 

化学方程式如何配平？ 

对于化学反应方程式的配平，可以根据化学反应前后物质所含有

元素个数相等的原理，对每种物质所含元素的个数列方程组，通过解

对应方程组的一组不可约正整数解，即可求得各种物质的配平系数. 

               
图 1 丙烷物质结构图           图 2 北京奥运会火炬—祥云 

【模型准备】丙烷是一种无毒无色无味的气体，在氧气充足的情况下

燃烧，只产生水和二氧化碳，常用作烧烤、便携式炉灶和机动车的燃

料.北京奥运会火炬—祥云便是以丙烷作为燃料的，它价格低廉，而

且温度范围比较宽，燃烧只形成水蒸气和二氧化碳，没有其他物质，

不会对环境造成污染，是一种清洁燃料，符合"绿色奥运"的理念. 

丙烷(
3 8

C H )与氧气(
2

O )结合生成二氧化碳(
2

CO )和水(
2

H O)，如

何配平这一化学方程式呢？ 

 3 8 2 2 2_ _ _ _C H O CO H O+ = +  

【模型建立和求解】为了配平这个化学方程式，先设
1 2 3 4
, , ,x x x x 满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 8 2 2 3 2 4 2x C H x O x CO x H O+ = +
 

因为方程式左右两边碳、氢、氧三种元素的原子总数是相同的，所以

就可以建立如下的关系式 
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1 2 3 4 1 2 3 4

3 0 1 0 3 0 1 0

8 0 0 2 8 0 0 2 0

0 2 1 1 0 2 1 1

x x x x x x x x

               
               

+ = +  + − − =
               
                              

， 

进行初等行变换，化简该方程组的增广矩阵就会得到同解 

1 4 2 4 3 4 4

1 5 3
, , ,

4 4 4
x x x x x x x= = = 为自由未知量 

因为化学方程式的系数为整数，故取解 1 2 3 41, 5, 3, 4x x x x= = = = . 

配平的方程式为     3 8 2 2 25 3 4C H O CO H O+ = + . 

【模型拓展】某厂废水中含有 KCN,其浓度为 620mg/L.现用氯氧化法

进行处理，发生如下反应： 

2 22 2 .KCN KOH Cl KOCN KCl H O+ + = + +  

投入过量的液氯，可将氰酸盐进一步氧化成氮气，请配平下列化学方

程式： 

2 2 2 2_ _ _ _ _ _ _ .KOCN KOH Cl CO N KCl H O+ + = + + + ， 

对于复杂的化学反应方程式的配平问题，建立方程组模型之后，建议

借助于MATLAB等相应软件求解，会容易很多。 

参考文献 

[1] David C.Lay,线性代数及其应用，刘深泉等译，[M].北京：机械

工业出版社，2018. ISBN：978-7-111-60257-6. 

[2] 陈怀琛、高淑萍、杨威.工程线性代数[M].北京：电子工业出版

社，2007.页码：84-85. 
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应用教学案例 04 

 中药配方问题 

在化工、医药、日常膳食等方而都经常涉及到配方问题.在不考

虑各种成分之间可能发生某些化学反应时，配方问题可以用向量和线

性方程组来建模. 这里我们就中药药方配制问题为例，介绍这种解决

实际问题的方法. 

       
图 1 中药药方配制 

【模型准备】给某中药厂用 9种中草药（分别记为 A、B、C、D、E、

F、G、H、I）根据不同比例配制成了 7种特效药，成分如表 1所示. 

                            表 1 7种特效药成分表                 （单位：g） 

成分 1 号成药 2 号成药 3 号成药 4 号成药 5 号成药 6 号成药 7 号成药 

A 10 2 14 12 20 38 100 

B 12 0 12 25 35 60 55 

C 5 3 11 0 5 14 0 

D 7 9 25 5 15 47 35 

E 0 1 2 25 5 33 6 

F 25 5 35 5 35 55 50 

G 9 4 17 25 2 39 25 

H 6 5 16 10 10 35 10 

I 8 2 12 0 2 8 20 
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（1）某医院要购买这 7种特效药，但药厂的第 3号药和第 7号药已

经卖完，能否用其他特效药配制出这两种脱销的药品？ 

（2）现在该医院想用这 7种特效药配制出另外 3种新药，表 2给出

了 3种新药的成分，能否配制？如果可以，应如何配制？如果不能，

请说明理由. 
                         表 2 3种新药的成分表                 （单位：g）

 
成分 1 号新药 2 号新药 3 号新药 

A 40 162 88 

B 62 141 67 

C 14 27 8 

D 44 102 51 

E 53 60 7 

F 50 155 80 

G 71 118 38 

H 41 68 21 

I 14 52 30 

【模型分析】设在药方配制问题中，把每种特效药的成分作为一个列

向量，通过分析所给列向量构成的向量组的线性相关性来确定是否可

以用现有的药来配制脱销药.若向量组线性无关，则无法配制脱销的

特效药；若向量组线性相关，则可以配制.而新药的配制问题可转化

为一个向量能否用一个向量组线性表示的问题，也可以转化为线性相

关性加以解决. 

【模型建立与求解】（1）把每一种特效药都看成一个 9维列向量，

并记为 ( ).7,2,1 =iui 分析这 7个列向量所构成的向量组的线性相关性.

若向量组线性无关，则无法配制脱销的特效药；若向量组线性相关，

并且能找到不含 3u 和 6u 的一个极大无关组，则可以用现有的特效药来

配制第 3号和第 6号脱销的特效药. 
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设 ( )721 ,, uuuU = ，将该矩阵化成行最简形为 



































0000000

0000000

0000000

0000000

1000000

0110000

0101000

0300210

0000101

~U  

从行最简形矩阵可以看出，特效药向量组是线性相关的，且 ( ) 5=UR ,

它的一个极大无关组为 ,,,,, 75421 uuuuu 故可以用现有的特效药来配制出

第 3 号和第 6 号药品.由于 5426213 2,2 uuuuuuu ++=+= ，说明用 1 份 1

号药和 2份 2号药可以配制出 1份 3号药；3份 2号药、1份 4号药、

1份 5号药可以配制出 1份 6号药. 

（2）把三种新的特效药分别用列向量 321 ,, vvv 来表示，即 

( ) ,14,41,71,50,53,44,14,62,401

T
v =  

    ( ) ,52,68,118,155,60,102,27,141,1622

T
v =

 
( ) .30,21,38,80,7,51,8,67,883

T
v =  

问题转化为 321 ,, vvv 能否由 ( )76543,2,1 ，，，，=iui 这 7 个列向量所构成的向量

组线性表示，若能表示，则可配制；否则，不能配制. 

设 ( )3217654321 ,,,,,,,,, vvvuuuuuuuV = ，把该矩阵化成行最简形为 
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从行最简形矩阵的后 3列可以看出： 

742124211 243,23 uuuuvuuuv +++=++=  

3v 不能由 7654321 ,,,,,, uuuuuuu 线性表示.即 1 号新药和 2号新药可以由原

来的 7种特效药来配制，但是 3号新药不能由 7种特效药配制而成. 

【结论】本例给出了一个中成药配制问题，设计向量组的线性相关性、

向量组的极大线性无关组、向量的线性表示以及向量空间等线性代数

的知识.当向量的维数较高，个数较多时，用Matlab软件较容易做出

解答. 

参考文献 

[1] 郭文艳.线性代数应用案例分析[M].北京：科学出版社，2019. 

ISBN：978-7-03-062134-4. 
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应用教学案例 05 

 图像噪声的去除 

数字图像是由一系列像素点构成的.从数学的视角看，图像可以

用矩阵表示.以灰度图像为例，图像的像素点对应矩阵中的元素，每

个像素点的位置和灰度值分别对应矩阵中元素的位置和取值.因此，

数字图像的处理通常利用矩阵的运算来处理. 

数字图像在获取和传输的过程中会受到各种噪声的干扰，噪声会

妨碍人们对图像的理解，而图像去噪就是去除图像中的噪声，提高人

们对图像的认识程度，以便对图像作进一步地处理。这里以加性噪声

为例，简单介绍一下借助矩阵运算去除噪声的应用.  

【模型准备】图(a)和图(b)是两幅受到不同程度的加性噪声污染的图

像，试利用矩阵的线性运算对该图像实现噪声的去除. 

                 

(a)                       (b) 

图 1 受噪声污染的图像 

【模型分析】同一场景的多幅图像求平均值可以降低加性噪声的影

响，这一算法在数学上即可通过矩阵加法和数乘运算实现. 
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【模型建立与求解】将图(a)和图(b)对应的矩阵相加，然后与数 0.5

作数乘运算，即求了两个矩阵的算术平均，输出如图（c）所示.可以

看出，图像中的噪声得到了一定程度的抑制. 

                             
图 2噪声去除后的图像 

【结论】矩阵加法和数乘运算可以在一定程度上实现图像中噪声的去

除，但是可以看出，图像的一些细节信息也被抹平，图像变模糊了.

因此在实际应用中，还需要结合其他方法在去除噪声的同时，最大限

度地保留图像的细节信息. 

参考文献 

[1] 郭文艳 .线性代数应用案例分析[M].北京：科学出版社，2019. 

ISBN：978-7-03-062134-4. 

[2] 对图片加性噪声的去噪处理，网址 

https://www.cnblogs.com/cyssmile/p/13140201.html. 
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应用教学案例 06 

图像的伸缩 

随着计算机科学技术的发展，计算机图形学的应用领域越来越

广，如仿真设计、效果图制作、动画片制作、电子游戏开发等. 图形

的几何变换，包括图形的平移、旋转、放缩等，是计算机图形学中经 

常遇到的问题.这里暂时只讨论图像的伸缩. 

    

图 1 计算机图形学的应用 

【模型准备】用矩阵运算实现三维图像的伸缩.

 【模型分析】设图像的伸缩是图像中点的位置改变引起的一种形状变

化.若将图像（单指位图）的每一个点对应空间中的一个列矩阵（列

向量），图像则看做是有限个点的位置列矩阵构成的集合，因此可利

用矩阵运算来实现图像伸缩.图像的伸缩实质上是矩阵的乘法运算. 

【模型建立与求解】图像的伸缩是将图像沿着 zyx ,, 轴的方向分别继

续拉伸和压缩，从而改变图像的形状.设一个三维图形中的任意一点

( )zyxP ,, ，经过伸缩后的坐标位置为 

( ) ( )zkykxkPzyxP zyx ,,,, *

111

* =  

其中 zyx kkk ,, 分别表示 zyx ,, 方向的伸缩因子. 

     用矩阵运算的形式表示点的变化过程为 
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
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

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
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
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00
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称
















=

z

y

x

k

k

k

K

00

00

00

为伸缩矩阵.一个三维图像 A，伸缩后的图像 B为 
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














=


















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












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nxxx

n

n
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ykykyk
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zzz
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k
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k
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










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10

10

10

10

00

00
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【结论】将图像表示成位置列矩阵，对伸缩矩阵与位置列矩阵做乘法

运算即可实现三维图像的伸缩. 

参考文献 

[1] 郭文艳.线性代数应用案例分析[M].北京：科学出版社，2019. 

ISBN：978-7-03-062134-4. 
 

15



应用教学案例 07 

太空探测器轨道运行数据问题 

太空航天探测器发射以后，需要不断调整姿态，以使探测器处在

精确计算的轨道里.如何实现快速计算，增强数据处理的实时性，是

迫切需要解决的问题.  

           

图 1 中国火星探测器 

【模型准备】雷达监测到一组列向量
1 2
, ,

k
x x x ,它们给出了不同时刻

探测器实际位置与预定轨道之间的偏差信息.令
1 2,
,

k k
X x x x =  ，在

雷达进行数据分析时需要计算出矩阵 T

k k k
G X X= ,一旦接收到数据向

量
1k

x
+
,必须计算出新矩阵

1k
G

+
.因为数据向量到达的速度非常快，随

着 k的增加，直接计算的负担会越来越重.现需要给出-个算法，使得

计算
k

G 的负担不会因为 k的增加而加重.

 
【模型求解】因为 

1

2

1 2,

1

, ,

T

T k
T T

k k k k i i

i

T

k

x

x
G X X x x x x x

x

=

 
 
  = = =   
 
  

  

1 1 1 1 1 1

1

, ,

T

T Tk

k k k k k k k kT

k

X
G X X X x G x x

x
+ + + + + +

+

 
= = = +   

 
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所以一旦接收到数据向量
1k

x
+
,只要计算的

1 1
,T

k k
x x

+ +
然后把它与上一步

计算得到
k

G 相加即可.这样计算
k

G 的负担不会因为 k的增加而加重. 

【模型分析】计算机计算加法的时间与计算乘法的时间相比可以忽略

不计.因此在考虑计算矩阵乘积的负担时，只要考察乘法的次数就可

以了.设
k

x 的维数是 n，则
1 2,
,

k k
X x x x =  是n k 的矩阵， T

k k k
G X X=

是n n 新的矩阵，直接计算 T

k k k
G X X= 需要做 2n k 次乘法，所以计算的

负担会随着 k的增加而增加，但是对每一个 k，计算 T

k k
x x 始终只需要

做 2n 次乘法. 

参考文献 

[1] David C. Lay,线性代数及其应用，沈复兴，傅莺莺等译，北京：

人民邮电出版社,2009.页码：123. 
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应用教学案例 08 

 机械手的空间位置 

雅可比矩阵在机器人运动学分析、静力学分析和动力学分析以及

图形识别等理论中均有重要应用，是机器人运动学研究中的重要工

具，对应的雅可比行列式在机器人运动学分析中扮演着重要的角色.  

       

图 1 机器人 

【模型准备】考虑两自由度的平面机械手，如图 1所示.设两杆机械

手只在铅垂平面内运动.已知机械手末端的坐标值为 ( )yx, ，两个机械

手臂长为
21, ll ，与 x轴正向夹角分别为

21, .试给出机械手在操作空间

和关节空间的位置关系. 

 
图 2  两自由度的平面机械手示意图 
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【模型分析】若能利用机械手臂长度与 x轴正向夹角来刻画机械手的

位置，可借助函数的微分关系来描述关节与机械手的微小运动. 

【模型建立与求解】根据几何关系建立机械手在操作空间和关节空间

的位置关系.水平 x方向满足关系： ,coscos 2211  llx += 铅直 y方向满足

关系： ,sinsin 2211  lly += 则机械手末端位置为 





+=

+=

2211

2211

sinsin

coscos





lly

llx

 

两边微分可得 





+=

−−=

222111

222111

coscos

sinsin





dldldy

dldldx
 

写成矩阵形式为 
















 −−
=









2

1

2211

2211

coscos

sinsin









d

d

ll

ll

dy

dx
 

简记为           Jddr =  

其中，J为机械手的雅可比矩阵，该矩阵反映了机械手关节微小位移

d 与手部微小运动 dr之间的关系. 

对 Jddr = 两端同时除以 dt,得 v=Jw.其中，w和 v分别表示关节

速度
T

dt

d

dt

d

dt

d
w 








== 21 ,


和手部速度

T

dt

dy

dt

dx
v 








= , .雅可比矩阵给出

了关节的微小运动（或速度）与手部微小运动（或速度）之间的传递

关系. 

当雅可比行列式不为零时，若已知机械手手部的微小运动，则可

通过计算雅可比矩阵的逆得到机械手关节上的微小运动（或速度），
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进而得到每个关节需要以多快的速度运动，才能使机械手的手部产生

所期望的微小运动（或速度）. 

【结论】该雅可比矩阵建立了手部操作所在空间与关节所在空间的联

系，它清晰刻画了机械手随时间变化的关系.雅可比行列式可进一步

分析两者之间的联系. 

参考文献 

[1] 郭文艳.线性代数应用案例分析[M].北京：科学出版社，2019. 

ISBN：978-7-03-062134-4. 
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应用教学案例 09 

加密与解密 

密码学在经济和军事方面起着极其重要的作用.密码学中将信息

代码称为密码，尚未转换成密码的文字信息称为明文，密码表示的信

息称为密文.从明文到密文的过程称为加密，反之为解密.1929 年，

希尔(Hill)通过线性变换对待传输信息进行加密处理，提出了在密码

史上有重要地位的希尔加密算法.下面我们略去-些实际应用中的细

节，只介绍最基本的思想.   

     

【模型准备】若要发出信息 action,现需要利用矩阵乘法给出加密方

法和加密后得到的密文，并给出相应的解密方法.

 【模型假设】(1)假定每个字母都对应-个非负整数，空格和 26个英

文字母依次对应整数 0〜26(见下表). 

表 1 空格及字母的整数对应表 

空格 A B C D E F G H I J K L M 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

N O P Q R S T U V W X Y Z  

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26  

(2)假设将单词中从左到右，每 3 个字母分为一组，并将对应的 3 个

整数排成 3维的行向量，加密后仍为 3维的行向量，其分量仍为整数. 
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【模型建立】设 3 维向量 x 为明文，要选一个矩阵 A 使密文 y = xA,

还要确保接收方能由 y 准确地解出 x.因此矩阵 A 必须是一个 3 阶可逆

矩阵.这样就可以由 xAy = 解出 1−= yAx .为了避免小数引起误差，并且确

保 y 也是整数向量, 1, −AA 的元素应该都是整数.注意到，当整数矩阵 A

的行列式为±1 时，其逆矩阵也是整数矩阵，因此原问题可以转化为

（1）把 action 转化为两个行向量： 21, xx . 

（2）构造一个行列式的值为±1 的整数矩阵 A（当然不能取 A=E）. 

（3）计算 ., 21 AxAx  

（4）计算 1−A . 

【模型求解】（1）由上述假设可见 ( ) ( )14,15,9,20.3,1 21 == xx . 

（2）为了得到合适的矩阵 A，对 3 阶单位矩阵
















100

010

001

进行适当的

初等变换，根据行列式的性质，这样得到的矩阵的行列式的值为±1.

例如矩阵
















=

223

112

011

A ,该矩阵行列式的值为-1. 

（3） ( ) ( ),43,44,67

223

112

011

20,3,111 =
















== Axy  

     ( ) ( ).43,52,81

223

112

011

14,15,922 =
















== Axy  
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（4）由 ( )
















−−

−

















=

111100

121010

120001

~~

100223

010112

001011

, EA 可得 A 的

逆矩阵
















−−

−

=−

111

121

120
1A . 

这就是说，接收方收到的密文是 67, 44, 43, 81, 52, 43.要还原成明文，

只要计算 ( ) 143,44,67 −A 和 ( ) 143,52,81 −A ,再对照表 1“翻译"成单词即可. 

【模型分析】如果要发送一个英文句了，在不记标点符号的情况下，

我们仍然可以把句子(含空格)从左到右每 3 个字符分为-组(最后不足

3 个字母时用空格补上). 

【模型检验】 ( ) ( )20,3,143,44,67 1 =−A , ( ) ( )14,15,943,52,81 1 =−A . 

参考文献 

[1] 杨威，高淑萍，线性代数机算与应用指导，西安：西安电子科技

大学出版社,2009.页码:98-102. 
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应用教学案例 10 

显示器色彩制式的转换问题 

彩色显示器使用红(R)、绿(G)和蓝(B)光的叠成效应生成颜色.显

示器屏幕的内表面由微粒象素组成，每个微粒包括三个荧光点：红、

绿、蓝.电了枪位于屏幕的后方，向屏幕上每个点发射电子束.计算机

从图形应用程序或扫描仪发出数字信号到电子枪，这些信号控制电子

枪设置的电压强度.不同 RGB 的强度组合将产生不同的颜色.电子枪

由电磁石帮助瞄准以确保快速精确地屏幕刷新. 

 

 

图 1 彩色显示器的工作原理 

颜色模型规定-些属性或原色，将颜色分解成不同属性的数字化

组合.这就色彩制式的转换问题.          

【模型准备】观察者在屏幕上实际看到的色彩要受色彩制式和屏幕上

荧光点数量的影响.因此每家计算机屏幕制造商都必须在(R, G, B)数

据和国际通行的 CIE 色彩标准之间进行转换,CIE 标准使用三原色，

分别称为 X, Y 和 Z.针对短余辉荧光点的一类典型转换是 

.

787.012.004.0

063.059.035.0
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

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
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

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
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

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

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Z

Y
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计算机程序把用 CIE 数据(X, Y, Z)表示的色彩信息流发送到屏幕.求

屏幕上的电子枪将这些数据转换成(R,G,B)数据的方程. 

【模型建立】令 ,,,

787.012.004.0

063.059.035.0

150.029.061.0

















=
















=
















=

Z

Y

X

B

G

R

A  则 . =A 现在要

根据 CIE 数据（X,Y,Z)计算对应的（R,G,B)数据，就是方程  =A 中

,A 已知，求 . 若 A是可逆矩阵，则 .1 −= A  

【模型求解】如果用求逆矩阵的方法直接计算，会很麻烦，因此在这

种实际问题中，求解逆矩阵往往要借助于计算软件。在 Matlab 命令

窗门输入以下命令 

>>A = [0. 61, 0. 29, 0. 15;0. 35, 0. 59, 0. 063;0. 04, 0. 12, 0. 787]; 

>> if det (A) ==0, ’A 不可逆’ 

elseif ’A 可逆，A 的逆矩阵如下’，B = inv (A),  

end 

Matlab 执行后得 

B= 

   
2777.13046.00910.0

0696.03441.23495.1

3473.00395.12586.2

−

−

−−

 

因此 .

2777.13046.00910.0

0696.03441.23495.1

3473.00395.12586.2


















−

−

−−

=  

也就是说屏幕上的电子枪将 CIE 数据（X,Y,Z）转换成（R,G,B）

数据的方程为 
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              .

2777.13046.00910.0

0696.03441.23495.1

3473.00395.12586.2

































−

−

−−

=
















Z

Y

X

B

G

R

 

参考文献 

[1] David C. Lay, 线性代数及其应用，沈复兴，傅莺莺等译，北京：人民邮电

出版社,2009.页码：147. 
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应用教学案例 11 

 数字图像的压缩 

随着计算机和网络技术的不断发展，数字图像的应用愈加的广泛.

但是，数字图像的数据量通常比较大，在不同用户与系统之间相互传

输时会造成一定的困扰，因此人们发明了很多的方法，去除数字图像

数据中的冗余信息，实现对数字图像的有效压缩.利用线性代数中的

正交变换法，也可以实现对数字图像的压缩，下面就简单举一个例子

来加以说明.                    

                     图 1通用图像压缩系统的功能方框图 

【模型准备】如图截取 Lenna图像中大小为 8*8的一块.设有正交变

换矩阵

































−

−−

−−−

−−

−−−

−−−−

−−

−−

−=

3536.03536.005.00007071.0

3536.03536.005.00007071.0

3536.03536.005.0007071.00

3536.03536.005.0007071.00

3536.03536.05.007071.0000

3536.03536.05.007071.0000

3536.03536.05.0007071.000

3536.03536.05.0007071.000

M

 

27



利用正交变换对截取的图像继续压缩，并说明压缩效果. 

                   

（a）Lenna 图像                   （b）截取的图像块（放大后） 

图 2 图像截取 

【模型分析】将取出的图像块用矩阵表示，矩阵中的元素表示图像块

中对应位置的像素灰度值，然后用给定的正交矩阵分别对图像块矩阵

的行和列实施正交变换，观察结果，以期将图像块矩阵中尽可能多的

元素变为 0或者绝对值接近 0，从而进一步实现数据压缩. 

【模型建立与求解】利用Matlab软件中的 imread命令读图像块，读

取数据对应的矩阵记为 A，则 

































=

2001098831686516080

252155511307468180184

2491616210652250115136

1982031361492284414287

3145195251422618075

22211615015361329388

7617561123191240142168

10520011080202118210225

A  

作正交变换 AMM T ,并用 uint8( AMM T )转换为 8位无符号数据矩阵，

结果记作 B，则 
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           






















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







=

5916185951017186

172550047070

00071250390

05681643153821

0040050950

0190000460

5103219138340

058004842046

B  

【结论】与 A比相比，B中很多元素变为 0，由于存储或传输时只需

要存储或者传输非零元素的位置和数值，且通过 TMBMA = 解码就能得

到原图像块，因此该正交变换对数字图像数据压缩是有效的. 

参考文献 

[1] 郭文艳.线性代数应用案例分析[M].北京：科学出版社，2019. 
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应用教学案例 12 

金融公司支付基金的流动 

资金流动情况蕴含着重要的信息，对于投资决策和经济管理都具

有重要的参考价值.根据这些信息，人们可以预测未来的资金变化趋

势，从而做出必要的干预措施或调整原来的计划.  

     
图 1 资金流动方式 

【模型准备】金融机构为保证现金充分支付，设立一笔总额 5400 万

的基金，分开放置在位于 A 城和 B 城的两家公司，基金在平时可以

使用，但每周末 0 结算时必须确保总额仍然为 5400 万.经过相当长的

一段时期的现金流动，发现每过一周，各公司的支付基金在流通过程

中多数还留在自己的公司内，而 A 城公司有 10%支付基金流动到 B

城公司.B 城公司则有 12%支付基金流动到 A 城公司. 起初 A 城公司

基金为 2600 万,B 城公司基金为 2800 万.按此规律，两公司支付基金

数额变化趋势如何？如果金融专家认为每个公司的支付基金不能少

于 2200 万，那么是否需要在必要时调动基金？ 

【模型建立】设第 1+k 周末结算时，A 城公司 B 城公司的支付基金数

分别为 11, ++ kk ba (单位:万元)，则有 2800,2600 00 == ba , 

.
88.01.0

12.09.0

1

1





+=

+=

+

+

kkk

kkk

bab

baa
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原问题转化为： 

(1)把 11, ++ kk ba 表示成 k的函数，并确定 k
k

a
→

lim 和 k
k

b
→

lim . 

(2)看 k
k

a
→

lim 和 k
k

b
→

lim 是否小于 2200. 

【模型求解】由




+=

+=

+

+

kkk

kkk

bab

baa
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



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
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88.01.0

12.09.0
A ,则 .
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1
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=
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
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




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+ kk

k

k
A

b

a
A

b

a
为了计算矩阵 A 的高次

幂，要对矩阵 A 进行对角化.借助于 Matlab，可以更方便地得出结论. 

在 Matlab 命令窗口输入以下命令 

>>A = [0. 9, 0. 12:0. 1,0. 88]; 

>> [P,D] = eig(A) 

Matlab 执行后得 

P= 

  7071.06402.0

7071.07682.0 −

 

D= 

  7800.00

00000.1

 

也就是说， .,, 11111 −++−− === PPDAPDPADAPP kk 因此可以得出 
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因为 ,1
50

39
  
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可见 ka 单调递增， kb 单调递减，并且 .
11

27000
lim,

11

32400
lim ==

→→
k

k
k

k
ba  

而 ,220054.2454
11

27000
,220045.2945

11

32400
 所以不需要调动基金. 
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应用教学案例 13 

人口迁移问题 

人口迁移一般指的是人口在两个地区之间的空间移动，这种移动

通常涉及人口居住地由迁出地到迁入地的永久性或长期性的改变.在

一定时间、一定范围内，人口迁移往往呈现出一定的周期性规律，根

据这些规律，我们可以做出某些预测.  

           
图 1 人口迁移图 

【模型准备】有甲、乙两个地区，甲地每年有 30%的人迁入乙地，乙

地每年有 20%的人迁入甲地.假设甲地有 60万人口，乙地有 40万人

口，且两地区总人口保持不变，则 5年后，甲地和乙地的人口分别是

多少？经过很长时间后，两地人口的分布会趋于一个“稳定状态吗”？

 【模型建立】设第 n年甲地人口为 nx 人，乙地人口为 ny 人，则有 




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+

+
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1  
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
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


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n
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n
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zA ，
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则两地人口迁移模型为 

  .40,60,2,1,0, 01

T

nn xnAzz ===+ 
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那么 n+1 年后，两地人口为 

.0

1

1

2

1 zAzAAzz n

nnn

+

−+ ====   

【模型求解】通过把方阵 A对角化求解 nA .经过计算可得矩阵 A的特征

值为 5.01 21 ==  ， .对应的特征向量分别是 .
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1
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则 5 年后两地人口为 
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即 5 年后，甲地有 40.625 万人，乙地有 59.375 万人. 

n 年后两地人口为 
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【结论】显然 







=

→ 60

40
lim n
n

z .因此，经过很长时间后，两地人口的分布

会趋于稳定，且甲地有 40万人，乙地有 60万人. 
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应用教学案例 14 

 简单的种群增长问题 

生物种群数量变化情况会影响生态平衡.统计、监测某些生物种群数量并

研究其变化规律和趋势对于维护生态平衡和保护环境都具有重要的意义. 

  

       

图 1 猫头鹰和森林鼠 

【模型准备】经过统计，某地区猫头鹰和森林鼠的数量具有如下规律：如果

没有森林鼠做食物，每个月只有一半的猫头鹰可以存活，如果没有猫头鹰作

为捕食者，老鼠的数量每个月会增加 10%.如果老鼠充足（数量为 R）,则下

个月猫头鹰的数量将会增加0.4R.平均每个月每只猫头鹰的捕食会导致的104

只老鼠的死亡数.试确定该系统的演化情况. 

【模型假设】不考虑其他因素对猫头鹰和森林鼠的数量的影响.

 

【模型建立】设猫头鹰和森林鼠在时刻 k的数量为 







=

k

k

k
R

O
x ,其中 k是以月份

为单位的时间， kO 是研究区域中猫头鹰的数量, kR 是老鼠的数量（单位：千

只）,则 

kkk ROO 4.05.01 +=+  

kkk ROR 1.1104.01 +−=+  
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分析 kx 的变化趋势. 

【模型求解】令 








−
=

1.1104.0

4.05.0
A ，则得到特征值 58.002.1 21 ==  ， . 

对应的特征向量分别是 
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
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k越大，近似程度越高，因此对于充分大的 k，              

( ) .02.1
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02.1

1
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k

k xcx =









+

+ （*） 

【模型分析】上而的(*)式表明，最后猫头鹰和老鼠的数量儿乎每个月都近似

增加到原来的 1.02 倍,即有 2%的月增长率.而且 kO 与 kR 的比值约为 10 比 13, 

即每 10 只猫头鹰对应着约 13000 只老鼠. 

【模型拓展】斐波拉契(Fibonacci)兔子问题. 13 世纪初，欧洲数学家斐波拉契

写了一本叫做《算盘书》的著作.书中有许多有趣的数学题，其中最有趣的是

下面这个题目： 

如果-对兔子每月能生 1 对小兔子，而每对小兔在它出生后的第 3 个月里, 

又能升始生 1 对小兔了，假定在不发生死亡的情况下，由 1 对初生的兔子升

始, 1 年后能繁殖成多少对兔子？ 

斐波拉契把推算得到的头儿个数摆成一串：1, 1, 2, 3, 5, 8,... 

这串数里隐含着一个规律：从第 3 个数起，后而的每个数都是它前而那

两个数的和.而根据这个规律推算出来的数，构成了数学史上一个有名的“斐
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波拉契数列这个数列有许多奇特的的性质.例如，从第 3 个数起，每个数与它 

后而那个数的比值，都很接近于 0.618,正好与“黄金分割律”相吻合. 

记斐波拉契数列为 ,3,21, FFF 先求矩阵 A使得 







=







 +

+

+

k

k

k

k

F

F
A

F

F 1

1

2 ，再计算出斐

波拉契数列的前 20 项，并计算 ./,,/,/ 20195443 FFFFFF   
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应用教学案例 15 

 搜索引擎与网页等级 

互联网是人们获取信息的重要渠道，人们常常通过搜索关键词査

到所需要的信息.然而包含某个特定关键词的网页往往是数以万计的.

例如，包含“线性代数”的页面就有几十万个.我们不可能短时间内逐一

阅读这些页面.因此需要一种方法将这些页面按等级排列，使重要的

页面排在靠前的位置.为了解决这个问题，Lawrence Page, Sergey Brin, 

Rajeev Motwani 和 Terry Winograd 在 1998 年提出了一种能够自动

判断网页重要性的技术，其关键就是网页等级 (PageRank)的概念.  

       

图 1 网页搜索 

【模型准备】现有 10个包含关键词“线性代数”的网页，其中一些 

网页链接到另外一些网页上.已知 
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其中 




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.,0

;,1

页面的链接页面到第无从第

页面的链接页面到第有从第

ji

ji
aij  

要求把这 10个网页按照等级由高到低的次序排列. 

【模型建立】设 ( ) .1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
T

e = 将 A的第 i行记作 ，i 且令 ,
1 T

i

i

i
e



 =  

( ).,,, 1021  =B 问题转化为求B的最大特征值以及与它对应的特征

向量. 

【模型求解】在 Matlab 命令窗口输入以下命令 
>>A=[0,1,0,1,1,0,1,0,1,1;0,0.1,1,1,1,0,1,1,0; 

1,1,0,1,0,1,1,1,1,0;1,1,0,0,1,0,1,1,0,1; 

0,0,1,0,0,0,1,0,0,0;0,1,0,0,0,0,1,0,1,0; 

1,0,0,1,1,1,0,1,0,0;0,0,1,0,0,0,1,0,0,0; 

0,0,0,0,1,1,0,0,0,1;0,0,0,0,0,0,1,1,0,0]; 

>>e=[1:1:1;1:1:1;1;1:1:1]; 

>>b1=A(1,:)/(A(1,:)*e);b2= A(2,:)/(A(2,:)*e); 

b3=A(3,:)/(A(3,:)*e);b4=A(4,:)/(A(4,:)*e); 

b5=A(5,:)/(A(5,:)*e);b6 =A(6,:)/(A(6,:)*e); 

b7=A(7,:)/(A(7,:)*e);b8= A(8,:)/(A(8,:)*e); 

b9=A(9,:)/(A9,:)*e);b10=A(10,:)/(A(10,:)*e); 

>>B=[b1;b2;b3;b;b5;b6;b7;b8;b9;b10]'; 

>>[P,D] = eig(B); 

>> MaxEig = max (abs(diag(D))); 

>>EigenVector = P(:,find(abs(diag(D))==MaxEig)); 
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>>PageRank = abs(EigenVector./norm(EigenVector,1); 

>>[Y,I]= sortrows(PageRank); 

>>J= fliplr(I'); 

>>MaxEig,PageRank,J  

Matlab 执行后得 

MaxEig = 

1 

PageRank = 

0.0730 

  0.0755  

0.1208  

0.0838 

0.1053 

0.0961  

0.2091  

0.1111  

0.0741 

0.0509 

J = 

7     3     8     5     6     4     2     9     1     10 

可见这 10 个网页按等级由高到低的次序排列依次 7,3,8,5,6,4,2,9,1,10. 

【模型分析】若用 jn 表示链接指向第 j个网页的数目，则 

.3,3,4,4,4,4,5,5,3,7 10192465837 ========== nnnnnnnnnn  

可见链接指向第 7 个网页的数目最多，结果将第 7 个网页排在最前面

是合理的. 虽然 583 nnn = ,但链接指向第 3 个网页的有第 2、第 5 和第

8 个网页，这就提高了第 3 个网页的等级，因而第 3 个网页排到了第

8 个网页的前面. 
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应用教学案例 16 

市政建设优化问题 

市政道路和公园绿化是城市建设的重要组成部分,直接影响城市

的功能和市民的幸福感。但城市建设往往受到自然资源、财政能力等

各种因素的制约，如何对道路建设和公园绿化进行合理规划，是城市

管理者需要面对的重要课题。 

    

图 1 市政道路和公路绿化 

【模型准备】某市计划修筑长度为 x公里的公共道路和面积为 y平方

公里的公园和绿地。假设同时进行两个项目比只进行一个项目更具有

成本效益，由于受到投资额度的限制， x和 y满足约束条件

2 24 9 36x y+  ，请问市政府该如何确定这两个项目的建设规模，才能

使市民感知的效用价值最大？ 

效用函数是用来表示消费者在消费中所获得的效用与所消费的

商品组合之间数量关系的函数。经济学家有时采用 

( , )q x y xy=  

作为效用函数。曲线 ( , ) Cq x y = （C为常数）称为无差异曲线（图 2）。

对于市民来说，无差异曲线上的每个点对应的市政工程建设计划具有

相同的价值。 
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图 2 无差异曲线 

【模型建立】由于 x和 y满足约束条件 2 24 9 36x y+  ，可行域（图 3）

上的每个点 ( , )x y 表示一个可行的市政工程建设计划，约束曲线

2 24 9 36x y+ = 上的点( , )x y 表示资源利用最大化。综上分析，可建立

如下数学模型  

2 24 9 36
max ( , ).

x y
q x y

+ 
 

 

图 3 可行域 

【模型分析】将 2 24 9 36x y+ = 变形，得 2 2( ) ( ) 1
3 2

x y
+ = 。令 1

3

x
x = ，

1
2

y
y

= ，则 2 2

1 1 1x y+ = 。因此，效用函数 

( ) ( )1 1 1 1, 3 ,2 6 Tq x y q x y x y X AX= = = ， 

其中 
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1

1

x
X

y

 
=  
 

，
0 3

.
3 0

A
 

=  
 

 

于是，问题转化为，当 1TX X = 时，求二次型 ( ) TQ X X AX= 的最大值。 

 

【几何描述】函数 ( ) TQ X X AX= 的图形是空间一曲面，而方程

1TX X = 表示一圆柱面。从几何角度看，在 1TX X = 时，求

( ) TQ X X AX= 的最大值、最小值，就是求截面曲线上最高点和最低

点的位置（图 4）。 

 

图 4 目标函数的截面曲线 

【模型求解】如何求截面曲线上最高点和最低点的位置？ 

引理 设 A是对称矩阵，令  min : 1Tm X AX X= = ，

 max : 1TM X AX X= = ，那么M 是 A的最大特征值，m是 A的最小

特征值。 

由引理，当 1TX X = 时，求二次型 ( ) TQ X X AX= 的最大值问题，

即为求矩阵 A的最大特征值，由此可得最优化问题的解。 
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对于矩阵
0 3

3 0
A

 
=  
 

，根据正交变换求二次型的标准形，可计算

得 A的特征值为
1 3 = ，

2 3 = − ，它们对应的单位特征向量分别为 

1
1

1

2

2



 
 
 =
 
 
 

，
2

1

1

2

2



 
 
 =


 

−




。 

于是， ( ) 1 1(3 ,2 )Q X q x y= 的最大值为 3，最大值点 1

1

2
x = ， 1

1

2
y = 。

因此 1

3
3 2.12

2
x x= =  ， 1

2
2 1.41

2
y y= =  。 
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应用教学案例 17 

 垄断商的最大利润 

垄断，是一个经济学术语，政治经济学书上指少数资本主义企业

凭借其控制的巨额资本，足够的生产经营规模和市场份额，通过协定、

同盟、联合、参股等方法，操纵与控制一个或几个部门的商品生产或

流通，以获取高额利润。  

         

图 1 垄断解释图 

【模型准备】给定三个有一定需求关系的市场，它们由一个垄断者供

货，三个对应的需求函数分别为 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

14 2

24 2 4 2 ,

36 2 4 6

d a a a

d a a a

d a a a

= − − −


= − − −
 = − − −  

成本函数为         ( )1 2 33 2 ,C a a a= + + +  

当三个市场的供应量分别为多少时，可使垄断商的利润最大？ 

【模型分析】设三个市场的供应量分别为
1 2 3
, ,a a a ，要求何时能得到最

大利润，首先要列出利润函数，然后求出函数取得最大值的点。 

【模型建立与求解】三个市场的总利润为 
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1 1 2 2 3 3

2 2 2

1 1 2 2 1 2 3 2 3 1 2 32 3 4 3 6 6 12 22 34 3

P d a d a d a C

a a a a a a a a a a a a

= + + −

= − − − − − − + + + −  

则有 

1 2 3

1

1 2 3

2

1 2 3

3

4 3 3 12 0

3 8 6 22 0 ,

3 6 12 34 0

P
a a a

a

P
a a a

a

P
a a a

a

 
= − − − + =


 

= − − − + =


 
= − − − + =



， 

解得              ( )1 2 3

5 11 95
, , , , .

7 14 42

T
a a a

 
=  
 

 

又因为 

11 12 13

21 22 23

5 11 9531 32 33 , ,
7 14 42

4 3 3

3 8 6

3 6 12

P P P

A P P P

P P P  
 
 

− − −   
   

= = − − −
   
   − − −  

 

是负定的，故
5 11 95

, ,
7 14 42

 
 
 

为极大值点，而该点又是利润函数的唯一驻

点，则也是最大值点.因此，三个供应量分别为 1 2 3

5 11 95
, ,

7 14 42
a a a= = =

 

时，垄断商的利润达到最大. 

【结论】该实际问题本身，是借助高等数学中求最值的方法来进行建

模的，但是利用二次型的正定性可以简单直观的判断多元二次函数的

极值，继而可以求解二次函数的最值。 

参考文献 

[1] 郭文艳.线性代数应用案例分析[M].北京：科学出版社，2019. 
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应用教学案例 18 

二次曲面（线）类型的判定 

17世纪以来，由于航海、天文、力学、经济、军事、生产的发

展，以及初等几何和初等代数的迅速发展，促进了解析几何的建立.

解析几何的建立第一次真正实现了几何方法与代数方法的结合，使形

与数统一起来，这是数学发展史上的一次重大突破.而二次曲面(线)

是解析几何中重要的组成部分，随着科学技术的日新月异，二次曲面

（线）及其化简很有实用价值.我们既可以利用解析几何的二次曲线

化简思路，也可以利用线性代数中的二次型化简的思路来达到目的.

二次型理论本身就源于解析几何中化二次曲面（线）方程为标准方程

的问题，下面我们以二次曲面为例，了解其实际应用过程和思路. 

             

图 1 二次曲面 

【模型准备】讨论二次曲面方程 

03.52644432 3213221

2

3

2

2

2

1 =+++−−−++= xxxxxxxxxxf  

所代表的曲面图形. 

【模型分析】二次曲面的一般方程为 

0222 332211322331132112

2

333

2

222

2

111 =+++++++++= cxbxbxbxxaxxaxxaxaxaxaf (1) 
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可简写成 0=++ cxBAxx TT ，其中 .,,

332313

232212

131211

3

2

1

3

2

1

















=

















=

















=

aaa

aaa

aaa

A

b

b

b

B

x

x

x

x  

先利用正交变换将方程(1)化简为 

0332211

2

33

2

22

2

11 =++++++ cykykykyyy  (2) 

再利用平移变换（通常是用配方法）将方程(2)进一步化简为 

dzzz =++ 2

33

2

22

2

11  (3) 

然后根据方程(3)就可以判定二次曲面的类型. 

【模型求解】记 ，

















−

−−

−

=















−

=

















=

320

222

021

,

1

3

2

,

3

2

1

AB

x

x

x

x 则有 

03.52 =++= xBAxxf TT . 

因矩阵 A的特征值为 ，，， 125 321 −===  对应的单位特征向量分别为 

，，，

















=

















−

−=

















−=

1

2

2

3

1

2

1

2

3

1

2

2

1

3

1
321   

于是得正交矩阵 ( )
















−

−−==

122

212

221

3

1
,, 321 Q ,使 .

100

020

005

=
















−

=AQQT  

因此，作正交变换 ,Qyx = 二次曲面方程化为 

03.523.523.52 =++=++=++= QyByyQyBAQyQyxBAxxf TTTTTTT ，即 

03.526425 321

2

3

2

2

2

1 =++−−−+= yyyyyyf  

进而利用配方法可得 ( ) .011
2

3
2

5

2
5

2

3

2

2

2

1 =+−−







−+








−= yyyf  
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再作平移变换：














−=

−=

−=

,1

,
2

3

,
5

2

33

22

11

yz

yz

yz

则有 0125 2

3

2

2

2

1 =+−+= zzzf ，从而二次曲面

的方程化为 125 2

3

2

2

2

1 =+−− zzz ，它表示空间中的一个双叶双曲面. 

【结论】正交变换不会改变向量的大小，因此空间几何体由向量表示

后作正交变换不会改变几何体的形状，故用正交变换简化方程的同时

可以判断曲面（线）的类型. 
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